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脉冲星辐射理论三部分

V. S. Beskin和A. A. Philippov在[Beskin and Philippov, 2012]中指

出，一个完整的脉冲星辐射理论应该包含三个主要部分：

1 辐射/激发机制：产生等离子体不稳定性/粒子团簇，相干辐

射

2 饱和机制：不稳定性如何达到饱和，决定辐射的绝对强度

3 传播机制：辐射在从脉冲星磁层中传出的过程中发生了什么

如果我们关注脉冲星信号的偏振，前两个过程决定了初始偏振，

而最后一个过程决定了偏振末态。前两个过程都不可避免地非线

性，而传播过程基本上可以认为是对脉冲星磁层的线性微扰。
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在上一页所述的三部分中，传播过程是相对更容易进行理论和数

据的对比的。研究传播过程主要是考虑磁层中波模的特性，即不

同模式的色散关系和偏振本征态。脉冲星磁层，或者说更一般的

磁化等离子体的一个基本特性在于双双双折折折射射射：磁场破坏了对称性，

类似晶体中的光轴，引入了寻寻寻常常常波波波模模模 (Ordinary mode, O mode)

和非非非寻寻寻常常常波波波模模模 (Extraordinary mode, E/X mode). 强磁场中的它

俩在观测上对应了脉冲星辐射中的正正正交交交偏偏偏振振振模模模式式式 (Orthogonal

Polarization Mode, OPM).
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极限偏振 (limiting polarization)1

射电波从脉冲星磁层中出来的过程中，一定会经历一个磁层粒子

数密度降低的区域。当粒子数密度足够低的时候，磁层不再对射

电波有影响，这时我们可以说射电波的偏振已经被决定了，不再

变了。这个不再变的偏振往往被称为极极极限限限偏偏偏振振振 (limiting

polarization). 若想定量描述射电波偏振行为，极限偏振是必须

考虑的。极限偏振被决定下来的区域，在脉冲星磁层中一般

叫limiting polarization region或polarization limiting region (PLR).

1这个中文翻译参考了金兹堡的《电磁波在等离子体中的传播》的翻译。
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研究极限偏振的一个难点在于介质不不不均均均匀匀匀，后面我们将看到这

种不均匀性会引起波模之间的耦耦耦合合合。脉冲星的极限偏振方面的早

期研究主要只是对极限偏振区域的估计 (例

如[Cheng and Ruderman, 1979])，后面更定量的研究主要有Y. E.

Lyubarskii和S. A. Petrova在2000年前后的一系列文章 (例

如[Petrova and Lyubarskii, 2000])，以及2010年前后王陈等人 (例

如[Wang et al., 2010])、V. S. Beskin及其学生/合作者的一些文章

(例如[Beskin and Philippov, 2012]).

今天我们先从不那么极端的系统入手来看看极限偏振的问题怎么

处理：分析K. G. Budden在1952年研究地地地球球球电电电离离离层层层中通信无线电

波极限偏振的理论手段。
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电离层中的极限偏振过程

无线电通信依赖地球电离层的反射，Budden的文章讨论的是一

个从电离层中反射回地面的无线电波的极限偏振：随着高度降

低，电离粒子复合，等离子体密度越来越小，如图1所示。

图: 电离层中被反射的无线电波，我手画的。
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Budden将这个系统做了进一步简化：电离层只在竖直方向有密

度分布，地磁场在考虑的区域内恒定，平面无线电波竖直方向入

射出射。本文选取的坐标如图2所示：z方向取竖直向下（与地磁

场竖直分量一致），y方向与地磁场水平分量一致，x方向垂直于

地磁场。

图: Budden文章的坐标选取示意，我手画的。



文章之外的简介 Budden文章的介绍 基本方程和magneto-ionic理论 耦合波模方程的导出 耦合波模方程的求解 参考文献

麦克斯韦方程组

考虑一般情形：想找波模，跟电动力学中学的一样，需要先简化

麦克斯韦方程组，再代入介质特性（本构关系）。

麦克斯韦方程组（电离层中无自由电荷以及自由电流）：



∇ ·D = 0

∇ ·B = 0

∇×E =−µ0
∂H
∂ t

∇×H =
∂D
∂ t

(1)
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考虑波动解含时部分为eiωt，将麦克斯韦方程组中旋度的两个式

子展开：

∂Ez

∂y
−

∂Ey

∂ z
=−iωµ0Hx

∂Ex

∂ z
− ∂Ez

∂x
=−iωµ0Hy

∂Ey

∂x
− ∂Ex

∂y
=−iωµ0Hz

(2)



∂Hz

∂y
−

∂Hy

∂ z
= iωDx

∂Hx

∂ z
− ∂Hz

∂x
= iωDy

∂Hy

∂x
− ∂Hx

∂y
= iωDz

(3)
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空间的部分，z方向上传播的平面电磁波，∂/∂x和∂/∂y对各项都

得0：
−

∂Ey

∂ z
=−iωµ0Hx

∂Ex

∂ z
=−iωµ0Hy

Hz = 0

(4)


−

∂Hy

∂ z
= iωDx

∂Hx

∂ z
= iωDy

Dz = 0

(5)

从中消去Hx和Hy，得到D和E的关系：
∂ 2Ex

∂ z2 =−ω
2
µ0Dx

∂ 2Ey

∂ z2 =−ω
2
µ0Dy

(6)
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代入c = 1/
√

µ0ε0和k = ω/c得2：
ε0

1
k2

∂ 2Ex

∂ z2 =−Dx

ε0
1
k2

∂ 2Ey

∂ z2 =−Dy

(7)

引入记号E′ =
1
k

∂E
∂ z
，即得到Budden文章里的(2)(3)式：

ε0E′′
1 +D1 = 0

ε0E′′
2 +D2 = 0

(8)

2文章中的这个关系跟我们常见的介质中的k = ωn/c不同，单纯是定义的区

别
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电离层的本构关系

下面通过电离层的介质特性得到E和P的关系。忽略离子的运动，

考虑电子在电磁场中做带碰撞阻尼的运动：

m
∂ 2r
∂ t2 = e(E+

∂r
∂ t

×B)−mν
∂r
∂ t

(9)

其中e是电子电荷（负的），ν是碰撞频率（常数）。将r用电极化

矢量P = Ner代入，加上∂/∂ t = iω，可得：

−ω2m
Ne

P = eE+ iω
1
N

P×B− iωmν
P

Ne
(10)
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引入三个反映等离子体特性的参量：

x =
ω2

p

ω2 =
Ne2

mε0ω2 , y =
eB
mω

, z =
ν

ω
(11)

在本文选取的坐标系中，y = (0,yT ,yL). 可以把式10写成分量的

形式： 
xε0E1 + i(P2yL −P3yT) =−P1(1− iz)

xε0E2 + i(P1yL) =−P2(1− iz)

xε0E3 + i(P1yT) =−P3(1− iz)

(12)
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前面式5的结论之一是D3 = 0，这依定义等价于ε0E3 +P3 = 0. 把

这个小式子代入上一页的分量式12第三式可得：

P3(1− x− iz) =−iP1yT (13)

将上式与分量式12前两式联立消去P3得到：
xε0E1 =

[
y2

T
1− x− iz

− (1− iz)
]

P1 − iyLP2

xε0E2 = iyLP1 − (1− iz)P2

(14)

这个本构关系，与前面麦克斯韦方程得到的E−D关系构成后面

讨论的基础。
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均匀介质的magneto-ionic理论

对于线性均匀介质，可以引入一个复参数描述偏振：

R = E2/E1(= P2/P1)，将式14的两式相除得：

R =
iyL − (1− iz)R

y2
T

1− x− iz
− (1− iz)− iyLR

(15)

改写一下：

R2 +R · iy2
T/yL

1− x− iz
+1 = 0 (16)
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这个方程的两个解，代表两种波模的偏振模式，记作Ro和Re：

Ro,Re =− iy2
T

2yL(1− x− iz)
± i

[
1+

y4
T

4y2
L(1− x− iz)2

]1/2

(17)

这两个解满足RoRe = 1，反映波模偏振的正交性。在线性均匀介

质中引入单一的折射率3：D = µ2ε0E，P = (µ2 −1)ε0E，代入

式14可得：

µ
2 = 1− x

1− iz− iyL/R
(18)

此即Appleton-Hartree公式。这一套均匀介质中波模的理论

即magneto-ionic (”磁化电离气”) 理论。

3后面都按照原文用µ表示折射率，磁化率不会再出现了。
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非均匀介质的电矢量

本节开始分析更一般的非均匀的介质，还从以下两组方程出发：
ε0E′′

1 +D1 = 0

ε0E′′
2 +D2 = 0

(19)


xε0E1 = [

y2
T

1− x− iz
− (1− iz)]P1 − iyLP2

xε0E2 = iyLP1 − (1− iz)P2

(20)

现在要从这两组方程中消去D1,2和P1,2，首先将D = ε0E+P代入

式20，得到：
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
xε0E1 =

[
y2

T
1− x− iz

− (1− iz)
]
(D1 − ε0E1)− iyL(D2 − ε0E2)

xε0E2 = iyL(D1 − ε0E1)− (1− iz)(D2 − ε0E2)

(21)

再代入另外一组D−E关系，得到：
xE1 =−

[
y2

T
1− x− iz

− (1− iz)
]
(E′′

1 +E1)+ iyL(E′′
2 +E2)

xE2 =−iyL(E′′
1 +E1)+(1− iz)(E′′

2 +E2)

(22)



文章之外的简介 Budden文章的介绍 基本方程和magneto-ionic理论 耦合波模方程的导出 耦合波模方程的求解 参考文献

从中解出E′′
1和E′′

2的表达式，整理得到：
E′′

1 +E1 [1+Ax(1− iz)] = iyLxAE2

E′′
2 +E2

{
1+Ax

[
(1− iz)− y2

T
1− x− iz

]}
=−iyLxAE1

(23)

其中参数A的表达式为：

A−1 = y2
L − (1− iz)2 +

y2
T(1− iz)

1− x− iz
(24)

式23可被认为是耦耦耦合合合波波波模模模方方方程程程的变体，等号的左边都是相同方

向上的电矢量，而右边是不同方向的。等号右边的系数可以度量

耦合程度。但需要注意的是，此处的E1和E2不一定是本征模式。

为了得到真正的耦合波模方程，我们还需对电矢量做变换。
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引入一组表示两个本征模式的变量：
E1 = E1o +E1e

E2 = E2o +E2e

(25)

在非均匀介质中，每一点的介质参数不同，波模也不同。某一点

处的波模被定义为是具具具有有有该该该点点点的的的参参参数数数的的的均均均匀匀匀介介介质质质中的波模。因

此在每一点处仍引入偏振参数，和折射率：
Ro = E2o/E1o

Re = E2e/E1e

(26)


D1,2o = µ

2
o ε0E1,2o

D1,2e = µ
2
e ε0E1,2e

(27)
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结合式25和式27，可得：
D1/ε0 = µ

2
oE1o +µ

2
e E1e

D2/ε0 = µ
2
oE2o +µ

2
e E2e

(28)

其中µo,e依定义仍由Appleton-Hartree公式给出。联立式7、式25、

式26、式28，消去E1,2、E2o,e和D1,2：得到：
E ′′

1o +E ′′
1e +µ

2
oE1o +µ

2
e E1e = 0

1
k2

(
Ro

d2E1o

dh2 +E1o
d2Ro

dh2 +2
dRo

dh
dE1o

dh

)
+µ

2
o RoE1o +(o → e) = 0

(29)
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耦合波模方程

从式29中解d2E1o,e/dh2的表达式，整理为：

(Ro −Re)
d2E1o

dh2 + k2
µ

2
o (Ro −Re)E1o

=−E1o
d2Ro

dh2 −E1e
d2Re

dh2 −2
dRo

dh
dE1o

dh
−2

dRe

dh
dE1e

dh

(o → e)

(30)

该形式已经初现端倪。进行进一步的代换，利用RoRe = 1，引

入：
Πo = E1o

√
1−R2

o

Πe = E1e

√
1−R2

e

(31) ψ =
i

R2
o −1

dRo

dh
(32)
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整理得：
∂ 2Πo

∂h2 +(k2
µ

2
o −ψ

2)Πo =−Πe
∂ψ

∂h
−2ψ

∂Πe

∂h
∂ 2Πe

∂h2 +(k2
µ

2
e −ψ

2)Πe = Πo
∂ψ

∂h
+2ψ

∂Πo

∂h

(33)

这组方程即耦合波模方程，最早由Förstering在1942年得出4。这

两个式子目前为止是精确的，没有做近似假设。

这页和上页的代换要求Ro,e不等于1. 代回R的方程可知Ro,e = 1等

效于x = 1且y2
T =±2zyL，由于本文考虑的是高频电磁波，x ≪ 1，

所以目前的推导成立。

4Budden在文中指出，Förstering文章中的公式符号有误，我推了Budden的

这版没有发现问题。
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耦合参数ψ

耦合波模方程中的ψ参数决定了耦合的程度，当ψ = 0时，方程

不存在耦合。ψ还可写成：

ψ =
i

R2
o −1

dRo

dh
=

1
2

i
d
dh

ln
Ro −1
Ro +1

=
1
2

i
d
dh

ln
Re −1
Re +1

(34)

利用两个带ln的式子加上R的方程，

ψ = 0.5(ψ +ψ) =
1
4

i
d
dh

ln
(Ro −1)(Re −1)
(Ro +1)(Re +1)

=
1
4

i
d
dh

ln
1− x− iz+ iy2

T/2yL

1− x− iz− iy2
T/2yL

(35)
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本文前述假设中，地磁场恒定，故y不随高度变化，x和z随高度

变化，故有：

ψ =
y2

T/4yL

(1− x− iz)2 + y4
T/4y2

L
(−i

dz
dh

− dx
dh

) (36)

依定义，ψ代表偏振R随高度的变化，同时它又依赖介质参数随

高度的变化。
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解的个数，齐次方程组

设想耦合波模方程能消去一个变量，则变为四阶微分方程，应有

四个解：两列向下的波和两列向上的波。本文考虑的都是向下的

波。若把耦合波模方程中含ψ的项都写到右边，方程变为：
∂ 2Πo

∂h2 + k2
µ

2
o Πo = ψ

2
Πo −Πe

∂ψ

∂h
−2ψ

∂Πe

∂h
∂ 2Πe

∂h2 + k2
µ

2
e Πe = ψ

2
Πe +Πo

∂ψ

∂h
+2ψ

∂Πo

∂h

(37)

当ψ很小（介质参数不均匀性很弱）时，舍去含ψ的项，得到：
∂ 2Πo

∂h2 + k2
µ

2
o Πo = 0

∂ 2Πe

∂h2 + k2
µ

2
e Πe = 0

(38)

这组解耦了的齐次方程的解用πo(1)、πo(2)、πe(1)、πe(2)标记。
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齐次方程组的解

想解耦合方程组，首先看看齐次方程组的解。当µo,e不随高度变

化时，解的形式直接通过积分得出：
πo(1,2) = Ce±ikµoh

πe(1,2) = C′e±ikµeh
(39)

当µo,e随高度缓慢变化，dµ/dh ≪ kµ时，有WKB(J)近似解：
πo(1,2) = µ

−1/2
o e∓ik

∫
µodh

πe(1,2) = µ
−1/2
e e±ik

∫
µedh

(40)

约定下标带(1)的解向上传播，(2)的解向下传播。
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常数变易法

将式37改写成： 
∂ 2Πo

∂h2 + k2
µ

2
o Πo = f1(h)

∂ 2Πe

∂h2 + k2
µ

2
e Πe = f2(h)

(41)

以第一个式子为例，通解形式由齐次方程的解常数变易：

Πo = g1(h)πo(1)+g2(h)πo(2) (42)

令两个函数g1,2首先满足：

g′1(h)πo(1)+g′2(h)πo(2) = 0 (43)
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代回方程组41，得到g1,2满足的另一个方程：

g′1(h)πo(1)ß+g′2(h)πo(2)¸ = f1(h) (44)

解得： 
g′1 =

πo(2)

Wo
f1(h)

g′2 =−
πo(1)

Wo
f1(h)

(45)

分母是朗斯基行列式：

Wo = π
′
o(1)πo(2)−πo(1)π

′
o(2) =−2ik (46)
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耦合波模方程形式解

把g1,2代回可得耦合波模方程的解长这样：
Πo(h) =

πo(1)(h)
∫ h f1(η)πo(2)(η)dη −πo(2)(h)

∫ h f1(η)πo(1)(η)dη

Wo

Πe(h) =
πe(1)(h)

∫ h f2(η)πe(2)(η)dη −πe(2)(h)
∫ h f2(η)πe(1)(η)dη

We
(47)

常数被吸收在积分限中。这组解除了前面的WKB近似外没有更

多近似，但它只是形式解，因为f1,2中也含有Πo,e. 这组解传达的

一个信息在于，o波和e波在非均匀介质中可以相互转化。
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本文主要考虑向下的波，认为向上传播的波的振幅远小于向下

的，于是形式解可进一步化简为：
Πo(h) =

πo(2)(h)
∫ h f1(η)πo(1)(η)dη

2ik
= Aoπo(2)

Πe(h) =
πe(2)(h)

∫ h f2(η)πe(1)(η)dη

2ik
= Aeπe(2)

(48)

Ao和Ae在耦合区域随高度变化：
2ikAo =

∫ h
f1(η)πo(1)(η)dη

2ikAe =
∫ h

f2(η)πe(1)(η)dη

(49)
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将式49两边对h求导可得：
2ikdAo/dh = f1(h)πo(1)(h)

2ikdAe/dh = f2(h)πe(1)(h)
(50)

代入f1,2的具体表达式，可得：
2ik

dAo

dh
= Aoψ

2
πo(1)πo(2)−Aeπo(1)πe(2)

dψ

dh
−2ψπo(1)

d(Aeπe(2))

dh

2ik
dAe

dh
= Aeψ

2
πe(1)πe(2)+Aoπe(1)πo(2)

dψ

dh
+2ψπe(1)

d(Aoπo(2))

dh
(51)

代入具体的等离子体参数后，可计算ψ和µo,e，进而算Ao,e，得到

耦合方程解。
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